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Êóðñ ¾Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòèêà¿ âêëþ÷åí â ïðî-
ãðàììó îáó÷åíèß ñòóäåíòîâ âòîðîãî ãîäà ìàãèñòðàòóðû Èíñòèòóòà
ôèçèêè ÊÔÓ è ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ê îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîìó êóðñó ¾Ñòàòèñòè÷åñêàß ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà¿.
Âî âòîðîé ÷àñòè ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíè-
ßõ ñîñòîßíèß êàê âàæíåéøåì ýëåìåíòå êîìïëåêñà êîíñòèòóöèîííûõ





Êóðñ ¾Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòèêà¿ âêëþ÷åí â ïðî-
ãðàììó îáó÷åíèß ñòóäåíòîâ âòîðîãî ãîäà ìàãèñòðàòóðû Èíñòèòóòà
ôèçèêè ÊÔÓ è ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ê îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîìó êóðñó ¾Ñòàòèñòè÷åñêàß ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà¿.
Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèß ê êóðñó ¾Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è
ñòàòèñòèêà¿ ðàçäåëåíû íà òðè ÷àñòè. Âî âòîðîé ÷àñòè, êîòîðàß ïðåä-
ëàãàåòñß âíèìàíèþ ïîëüçîâàòåëåé, ðå÷ü èäåò î êîìïëåêñå êîíñòèòó-
öèîííûõ óðàâíåíèé (îñíîâîïîëàãàþùèõ ñîîòíîøåíèé) êàê ñâßçóþ-
ùåì ýëåìåíòå, äåëàþùåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ñàìîñîãëàñî-
âàííîé (çàìêíóòîé). Àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî ìåòîäè÷åñêè âàæíûì ïåð-
âûì øàãîì äîëæíî ñòàòü âûäåëåíèå èç ýòîãî êîìïëåêñà ñîîòíîøå-
íèé òåõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðèíßòî íàçûâàòü óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
è êîòîðûå ïîßâëßþòñß â ðàâíîâåñíîé, ñòàöèîíàðíîé ðåëßòèâèñòñêîé
òåðìîäèíàìèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Ýòà ïðîöåäóðà âàæíà äëß ïîíèìà-
íèß ñëåäóþùåãî øàãà - ôîðìóëèðîâêè íåðàâíîâåñíûõ, íåñòàöèîíàð-
íûõ àíèçîòðîïíûõ êîíñòèòóöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, íà áàçå êîòîðûõ
ïîñòðîåíà ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà.
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû àíàëèçà óðàâíåíèé ñîñòî-
ßíèß äëß ïðîèçâîëüíûõ áàðîòðîïíûõ ðåëßòèâèñòñêèõ æèäêîñòåé,
êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû, ñòðóííîãî ãàçà è ãàçà ×àïëûãèíà, æèäêî-
ñòåé ñî ñâåðõæåñòêèì è ôàíòîìíûì óðàâíåíèßìè ñîñòîßíèß, ßäåð-
íîé æèäêîñòè, ðåëßòèâèñòñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà è ãàçà âàí - äåð -
Âààëüñà, ñèñòåì áåçìàññîâûõ ÷àñòèö è ðåëßòèâèñòñêèõ ïîëèòðîï.
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1 Ââåäåíèå
1.1 Êàêîé ñìûñë ñîâðåìåííûå ôèçèêè âêëàäûâàþò â ïî-
íßòèå "óðàâíåíèß ñîñòîßíèß"?
Íè îäíà ñòàòüß, èññëåäóþùàß ìîäåëè â ñîâðåìåííîé ðåëßòèâèñò-
ñêîé êîñìîëîãèè è àñòðîôèçèêå, íå îáõîäèòñß áåç èñïîëüçîâàíèß ñî-
îòíîøåíèé, êîòîðûå â àíãëîßçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñß "EoS -
Equations of State", à â ðóññêîßçû÷íîé âåðñèè - "óðàâíåíèß ñîñòîß-
íèß". Ó ýòîãî òåðìèíà ñëîæíàß è äàæå çàïóòàííàß èñòîðèß. Íåîá-
õîäèìîñòü ââåäåíèß óðàâíåíèé ñîñòîßíèß ïðîùå âñåãî îáîñíîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèß Ýéíøòåéíà
Rik − 1
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gikR = κTik (1)
ñâßçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè:
ìåòðèêó gik, òåíçîð Ðè÷÷è Rik, ñêàëßð Ðè÷÷è R, è ôèçè÷åñêóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèè: òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà








≡ 0 , (2)
çàñòàâëßß ÷åòûðå-äèâåðãåíöèþ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà áûòü íó-
ëåâûì âåêòîðîì
∇kT ik = 0 . (3)
Åñëè ôèçè÷åñêàß ìîäåëü ãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìû íå êîíêðåòèçèðî-
âàíà, è òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ôîðìàëüíî îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ
âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé Ëàãðàíæèàíà ìàòåðèè L(m):






- òî ïðèíßòî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñòàíäàðòíîå àëãåáðàè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà:
T ik = WV iV k + V iIk + V kI i + P ik . (5)
Çäåñü V i - ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè ñðåäû, êîòî-
ðîå íåïðåìåííî âðåìåíèïîäîáíî è íîðìèðîâàíî íà åäèíèöó, ò.å.,
gikV
iV k = 1. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
∆ik ≡ gik − ViVk , (6)
èãðàåò ðîëü ïðîåêòîðà, èáî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
∆ikV
k ≡ 0 , ∆ik∆ij = ∆jk , ∆kk = 3 . (7)
Ñêàëßðíàß ïëîòíîñòü ýíåðãèè
W ≡ T ikViVk , (8)
îáîáùåííûé âåêòîð Ïîéíòèíãà
I i ≡ T jlVj∆il = ∆ijT jlVl (I iVi = 0) (9)
è òåíçîð íàïðßæåíèé (äàâëåíèé)
P ik ≡ ∆ijT jl∆kl (10)
ïðåäñòàâëßþò ñîáîé òåíçîðíûå îáúåêòû, êîòîðûì ïðèíßòî ïðèäà-
âàòü äèíàìè÷åñêèé ñìûñë ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ñèñòåìå.






ãäå N i- ÷åòûðå-âåêòîð ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö. Áîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íàß ôîðìà çàïèñè ïðàâèëà Ýêêàðòà (11)
N i = nV i (12)
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ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ñêàëßð ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö
n = V iNi =
√
NkNk . (13)
Èç çàêîíà ñîõðàíåíèß ÷èñëà ÷àñòèö ñëåäóåò, ÷òî
∇iN i = 0 = ∇i(nV i) = V i∇in+ n∇iV i . (14)
Èòàê, çàêîíû ñîõðàíåíèß ýíåðãèè-èìïóëüñà è ÷èñëà ÷àñòèö äàþò ÷å-
òûðå óðàâíåíèß (3) è îäíî óðàâíåíèå (14), ò.å., âñåãî ïßòü. Ïðè ýòîì
íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ñòàíîâèòñß 14. Ýòî ñêàëßð n, òðè íåçàâèñèìûå
êîìïîíåíòû íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà ñêîðîñòè V i, ñêàëßð W , òðè
íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà I i, îðòîãîíàëüíîãî ìàêðîñêîïè-
÷åñêîé ñêîðîñòè, gikV iIk = 0, à òàêæå øåñòü êîìïîíåíò ñèììåòðè÷-
íîãî òåíçîðà äàâëåíèé P ik, êîòîðûé òàêæå îðòîãîíàëåí ñêîðîñòè
(P ikVi = 0 = P ikVk). Òàêàß ñèñòåìà, î÷åâèäíî, ßâëßåòñß íåäîîïðå-
äåëåííîé.
Åñëè íàñòàèâàòü íà òîì, ÷òî èìåííî óðàâíåíèß (3) è (14) ßâëß-
þòñß óðàâíåíèßìè ýâîëþöèè ñèñòåìû (êàê ýòî äåëàåòñß âî ìíîãèõ
íàó÷íûõ òðóäàõ), òî óêàçàííûå ïßòü óðàâíåíèé äîëæíû áûòü äî-
ïîëíåíû äåâßòüþ ñîîòíîøåíèßìè (ñâßçßìè), ÷òîáû ñäåëàòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé îïðåäåëåííîé. Îäíàêî, íå âñå äåâßòü óðàâíåíèé èìåþò
îäèíàêîâûé ñòàòóñ. Îïèðàßñü íà òåðìîäèíàìè÷åñêèå èäåè î ðàâíî-
âåñíûõ è íåðàâíîâåñíûõ âåëè÷èíàõ, ìíîãèå àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî ê
ðàâíîâåñíûì âåëè÷èíàì ñëåäóåò îòíåñòè n, V i, W è Ïàñêàëåâî èçî-
òðîïíîå äàâëåíèå P . Ïîñëåäíßß èç óêàçàííûõ âåëè÷èí ïîßâëßåòñß
ïðè ðàçëîæåíèè
P ik → −P∆ik +Πik , (15)
ãäå Πik - òåíçîð íåðàâíîâåñíîãî (àíèçîòðîïíîãî) äàâëåíèß. Ñ÷èòàåò-
ñß, ÷òî òðè íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâåííî - ïîäîáíîãî
4-âåêòîðà I i, à òàêæå êîìïîíåíòû òåíçîðà Πik äîëæíû áûòü âûðàæå-
íû ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ðàâíîâåñíûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ïëîò-
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íîñòü ÷èñëà ÷àñòèö íàõîäèòñß íåïîñðåäñòâåííî èç (14). Òîãäà ïßòü
ôóíêöèé V i, W è P îêàçûâàþòñß ñâßçàííûìè ÷åòûðüìß óðàâíåíè-
ßìè (3). Îñòàâøååñß íåîáõîäèìîå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
è íàçûâàåòñß óðàâíåíèåì ñîñòîßíèß.
Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè.
1) Åñëè íåðàâíîâåñíûå ìîìåíòû ðàâíû íóëþ, ò.å., I i = 0 è Πik = 0,
òî óðàâíåíèå ñîñòîßíèß, íåîáõîäèìîå äëß çàìûêàíèß ñèñòåìû ýâî-
ëþöèîííûõ óðàâíåíèé, - ýòî îäíî óðàâíåíèå ñâßçè (ôóíêöèîíàëü-
íîå, äèôôåðåíöèàëüíîå, èíòåãðàëüíîå è ò.ä.), âêëþ÷àþùåå, âîîáùå
ãîâîðß, ïßòü ôóíêöèé V i, W , è P (ýòî óðàâíåíèå ìîæåò âêëþ÷àòü
òàêæå è n, åñëè ñêàëßð W ïðåäñòàâëåí êàê W = ne, ãäå e-óäåëüíàß
ïëîòíîñòü ýíåðãèè). Åñëè ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèß óñèëåíû òåðìî-
äèíàìè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèßìè, òî â ðàâíîâåñíîì ñëó÷àå ïîßâëßåò-
ñß íîâîå äåéñòâóþùåå ëèöî - òåìïåðàòóðà T , íî îäíîâðåìåííî äîáàâ-
ëßåòñß äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå - çàêîí Ãèááñà, èëè ïåðâîå íà÷àëî
òåðìîäèíàìèêè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîñòîßíèß âêëþ÷àåò, âîîá-
ùå ãîâîðß, ñåìü ôóíêöèé n, V i, W , P è T , íî ïî ïðåæíåìó îñòàåòñß
åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì, íåîáõîäèìûì äëß çàìûêàíèß ïîëíîé
ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.
2) Åñëè íåðàâíîâåñíûå ìîìåíòû I i è Πik íå ðàâíû íóëþ, íåîáõîäèìî
ââåñòè äåâßòü òàê íàçûâàåìûõ êîíñòèòóöèîííûõ (èëè îñíîâîïîëàãà-
þùèõ) óðàâíåíèé; îäíî èç íèõ, êàê ïðàâèëî, èìååò âèä ðàñøèðåííî-
ãî (ìîäèôèöèðîâàííîãî) óðàâíåíèß ñîñòîßíèß. Ýòà çàäà÷à ïîäðîáíî
ðàññìîòðåíà â ëåêöèîííîì êóðñå "Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ñòà-
òèñòèêà".
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1.2 Êàêèìè óñëîâèßìè îãðàíè÷åí âûáîð ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß?
1. Â ïðîñòðàíñòâåííî-èçîòðîïíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå ñêîðîñòü, áó-
äó÷è âåëè÷èíîé âåêòîðíîé, íå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â ôîðìóëèðîâêå
óðàâíåíèß ñîñòîßíèß, îäíàêî, ó÷àñòèå ñêàëßðà ðàñòßæåíèß-ñæàòèß,
êàê äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè, Θ ≡ ∇iV i, - íå âîçáðàíßåòñß. Ïîñëåäíåå
îáñòîßòåëüñòâî âàæíî äëß ðåëßòèâèñòñêîé èçîòðîïíîé êîñìîëîãèè,
ïîñêîëüêó â ýòîé ìîäåëè ñêàëßð ðàñòßæåíèß - ñæàòèß ðàâåí óòðî-
åííîé ôóíêöèè Õàááëà, H, êîòîðàß èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü
â ìîäåëßõ Ôðèäìàíîâñêîãî òèïà.
2. Ýíòðîïèß ñèñòåìû äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñîñòî-
ßíèß. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåçàâèñèìûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïåðå-
ìåííûìè ñ÷èòàþòñß òåìïåðàòóðà T è ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö n, à
óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü â âèäå ïàðû ôóíêöèî-
íàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
P = P (n, T ), W = W (n, T ) , (16)







êàê ñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñêàëßðà ýíòðî-
ïèè s.
3. Â ïðîñòðàíñòâåííî-àíèçîòðîïíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå âìåñòî ñêà-
ëßðà Ïàñêàëåâñêîãî äàâëåíèß P äîëæåí áûòü ââåäåí òåíçîð íàïðß-
æåíèé, ó êîòîðîãî íå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß P(1), P(2), P(3) ñîâ-
ïàäàþò. Â ýòîì ñëó÷àå äâà ñîîòíîøåíèß (16) ëîãè÷íî çàìåíèòü íà
÷åòûðå óðàâíåíèß
P(a) = P(a)(n, T ) , W = W (n, T ) , (a) = (1), (2), (3) . (18)
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Åñëè ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé äëß ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé
íåäîñòàòî÷íî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè ñîîòíîøåíèßìè; òàê îáû÷íî ïîñòóïàþò, åñëè ðå÷ü èäåò î ðåîëî-
ãè÷åñêèõ ìîäåëßõ è ìîäåëßõ ñðåä ñ ïàìßòüþ.
2 Ïðèìåðû óðàâíåíèé ñîñòîßíèß â ðåëßòèâèñò-
ñêèõ ñèñòåìàõ
Ïðåæäå ÷åì ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß â ðå-
ëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå, ìåòîäè÷åñêè âàæíî óáåäèòüñß â òîì,
÷òî ñâîáîäà ìîäåëèðîâàíèß îãðàíè÷åíà íåêèìè óñëîâèßìè ñîâìåñò-
íîñòè èëè óñëîâèßìè èíòåãðèðóåìîñòè.
2.1 Äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèß, îãðàíè÷èâàþùèå
óðàâíåíèß ñîñòîßíèß P=P (n, T ), W=W (n, T )
Ñâßçü ìåæäó P è W=en ïîä÷èíßåòñß óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè.
Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå Ãèáá-
ñà






â êîòîðîì ñèìâîëîì D îáîçíà÷åíà êîíâåêòèâíàß ïðîèçâîäíàß D =















































íàõîäèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì Ds ßâëßåòñß ïîëíûì äèôôåðåíöèà-







= P . (23)







= W + P . (24)
Ïðåäíàçíà÷åíèå äàííûõ óðàâíåíèé, êàê ñâîåîáðàçíûõ òåñòîâ, òàêî-
âî. Ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêè (íàïðèìåð, èñ-
ïîëüçóß ãðàôèêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàâèñèìîñòåé) ôîðìóëó äëß
óäåëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè e(n, T ); òîãäà ôîðìóëà äëß P (n, T ) ìî-
æåò áûòü íàéäåíà èç (23) ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè. Ìîæíî äåéñòâîâàòü è íàîáîðîò: çàäàòü ôóíêöèþ P (n, T )
è îáíàðóæèòü W (n, T ), èíòåãðèðóß (24). Íèæå ðàññìîòðåíû ïðèìå-
ðû ïðèìåíåíèß îáåèõ ïðîöåäóð.
2.2 Áàðîòðîïíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
2.2.1 Î ìîäåëßõ îáùåãî âèäà
Òåðìèí "áàðîòðîïíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß"ïðèìåíßåòñß â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ßâíî çàäàíî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ñâßçûâàþùåå äàâ-
ëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè
P = P (W ). (25)
Â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè è àñòðîôèçèêå èìåííî áà-
ðîòðîïíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñß ïðè
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ìîäåëèðîâàíèè ýâîëþöèè Âñåëåííîé èëè ñòðîåíèß çâåçä. Ïî - âèäè-
ìîìó, ïåðâûì øàãîì íà ïóòè îáîáùåíèß óðàâíåíèé ñîñòîßíèß ñòàëè
äâå íàèáîëåå èçâåñòíûå ìîäåëè: ìîäåëü ìàññèâíîé ïûëè ñ P = 0
è ìîäåëü ñèñòåìû áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, äëß êîòîðîé P = 13W . Ýòî
áûëè äâà íàèáîëåå íàãëßäíûõ ïðèìåðà ïðèìåíåíèß ëèíåéíîãî ñîîò-
íîøåíèß
P = σW −B , (26)
ãäå σ è B - íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïûëü ñîîòâåòñòâó-
åò ñëó÷àþ σ = 0, B = 0. Ìîäåëü áåçìàññîâûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñß
êîíñòàíòàìè σ = 13 , B = 0. Âïîñëåäñòâèè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîí-
ñòàíòà B âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè ñèñòåì ñ äîìèíèðóþùèì ñèëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì è íàçûâàåòñß "êîíñòàíòîé ìåøêà". Äëß áîëüøèí-
ñòâà æå ìîäåëåé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B = 0.











= W + P (W ) . (27)
Ýòî åñòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî ïîðßäêà äëß èñêîìîé ôóíêöèèW (n, T ). Ñëåäóß ïðà-











W + P (W )
. (28)
Åñëè ôóíêöèß P = P (W ) íå êîíêðåòèçèðîâàíà, íî èçâåñòíî, ÷òî
W + P 6= 0, òî ïåðâûé è âòîðîé èíåòåãðàëû ýòîé ñèñòåìû çàïèñû-
























(W ) . (30)
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Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî Ψ(C1, C2) = 0, ãäå Ψ åñòü ïðîèçâîëüíàß ôóíê-
öèß ñâîèõ àðãóìåíòîâ, çàäàåò ðåøåíèå äëß W ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè.
Åñëè ðå÷ü èäåò î ëèíåéíîì óðàâíåíèè ñîñòîßíèß (26), òî ñîîòâåò-




[(1 + σ)W −B] 1(1+σ) , C2 = 1
T
[(1 + σ)W −B] σ(1+σ) , (31)












Ïîñêîëüêó íà ðåøåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèß èíòåãðàë C2 åñòü ïðî-




















- åñòü ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ñâîåãî àðãóìåíòà.
2.2.2 Ãàç áåçìàññîâûõ ÷àñòèö


















W = χT 4 , P =
1
3
χT 4 , (36)
ò.å., âîñïðîèçâîäèòñß çàêîí Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà.
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2.2.3 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû
Äëß ìîäåëèðîâàíèß óðàâíåíèß ñîñòîßíèß êâàðê - ãëþîííîé ïëàçìû
èñïîëüçóþò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå
W = 3P + 4B , (37)
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðàçîáðàííîìó âûøå ñëó÷àþ ñ σ = 13 è B = 34B.
Ïîíßòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè W îáßçàíà èìåòü âèä (34), îäíàêî,
ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß â äàííîì ïðèìåðå âûáèðàåòñß âåñüìà íåòðè-
âèàëüíûì îáðàçîì.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå äëß ïëîòíîñòè ýíåðãèè
êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû ôîðìóëèðóåòñß ñ ïîìîùüþ òåìïåðàòóðû è




pi2T 4 + 3µ2T 2 +
3µ4
2pi2
+ B , (38)










Î÷åâèäíî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìîé çàäàíèß
ôóíêöèè W (n, T ), è äëß ïîäòâåðæäåíèß òîãî ôàêòà, ÷òî óðàâíå-
íèß èíòåãðèðóåìîñòè âûïîëíßþòñß è â äàííîì ñëó÷àå òîæå, íàì














âîëüíîé ôóíêöèè f(X) ñ ïîìîùüþ íåêîé ôóíêöèè îò áåçðàçìåðíîãî















Îáðàòíàß ôóíêöèß z(X) íàõîäèòñß êàê ðåøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèß
z3 + z − 3
2piX3










ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò òîëüêî îäèí äåéñòâè-















Ýòîò êîðåíü ïîëîæèòåëåí, êàê è òðåáóåò îïðåäåëåíèå. Ñ äðóãîé ñòî-








+ 4z2 + 2z4
)
+ B . (44)





T 4f(X)) + B] , (45)
ìîæíî çàßâèòü, ÷òî òåñò íà ñîâìåñòíîñòü áóäåò ïðîéäåí, åñëè ïðî-










ãäå z∗(X) âûáðàíà ïî ïðàâèëó (43).
2.2.4 Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ñâåðõæåñòêîé ñðåäû
Ïðè σ = 1 è B = 0 ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîßíèß òàê íàçûâàåìîé
ñâåðõæåñòêîé ñðåäû










Òàêîé òåðìèí îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñêîðîñòü çâóêà





→ c√σ , (48)
ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà c.
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2.2.5 Îá óðàâíåíèè ñîñòîßíèß "ñòðóííîãî ãàçà"
Ïðè σ = −13 è B = 0 ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûì "ñòðóííûì



















òî ïîëó÷èì óäèâèòåëüíûå ñîîòíîøåíèß
W = 3χnT , P = −χnT , (51)
â êîòîðîì ôîðìóëà äëß äàâëåíèå íàïîìèíàåò ôîðìóëó Áîëüöìàíà
P = kBnT , îäíàêî, äàâëåíèå èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê.
2.2.6 Îñîáûé ñëó÷àé P +W = 0 (ñðåäà âàêóóìî-ïîäîáíîãî èëè ôàí-
òîìíîãî òèïà)
Ïðè σ = −1 è B = 0 ïîëó÷èì îñîáûé ñëó÷àé óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
âàêóóìî-ïîäîáíîé (ôàíòîìíîé) ñðåäû, äëß êîòîðîé P + W = 0.
Äëß òàêîé ñðåäû òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èìååò âèä T ik = Wδik,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå W ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíî,
è ëþáîé âåêòîð ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì.
Ïðè σ = −1 è B = 0 ìû äîëæíû âåðíóòüñß ê èñõîäíîìó óðàâíå-

















C1 = nT , W = f(C1) , (54)
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ãäå f(C1) - ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ñâîåãî àðãóìåíòà. Â èòîãå ïîëó-
÷èì ñîîòíîøåíèå
W = −P = f (nT ) , (55)
êîòîðîå, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âèä
W = −P = χnT , (56)
ò.å., ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî êàê êâàçè-Áîëüöìàíîâñêîå.
2.2.7 Îáîáùåííûé ãàç ×àïëûãèíà
Â ñâßçè ñ îòêðûòèåì ßâëåíèß óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèß Âñåëåííîé
áîëüøóþ ïîïóëßðíîñòü ïðèîáðåëà ìîäåëü îáîáùåííîãî ãàçà ×àïëû-
ãèíà, äëß êîòîðîé äàâëåíèå îòðèöàòåëüíî è óâåëè÷èâàåòñß ïî ìîäó-
ëþ ñ óìåíüøåíèåì ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñóáñòðàòà:
P = − A
W α
. (57)
Ïàðàìåòðû A è α ïîëîæèòåëüíû. Â äàííîì ïðèìåðå ïåðâûé è âòî-















Ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ïðîâåðèòü ñàìîñòîßòåëüíî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèß, ÷òî ìîæíî òàêæå ââåñòè óäîáíûé òðåòèé èíòåãðàë,










Îáùåå ðåøåíèå èññëåäóåìîãî óðàâíåíèß óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå


















ãäå f(Y ) åñòü ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ñâîåãî àðãóìåíòà. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ëèíåéíà ñ êîýôôèöèåíòîì ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè K, ïëîòíîñòü ýíåðãèè íå çàâèñèò îò ïëîòíîñòè n













T∗ ≡ K αα+1 , W∗ ≡ A 1α+1 . (63)
Ïðè òàêîì âûáîðå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ðåøåíèå èìååò ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë òîëüêî â "ïîñò-êðèòè÷åñêóþ ýïîõó"ðàñøèðåíèß Âñåëåí-
íîé T < T∗, ò.å., â ïîçäíèå âðåìåíà, êîãäà òåìïåðàòóðà óïàëà íèæå
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèß.
2.3 Íåáàðîòðîïíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
2.3.1 Èäåàëüíûé ãàç ðåëßòèâèñòñêèõ ÷àñòèö
Ðàññìîòðèì êëàññ ìîäåëåé, â êîòîðûõ óäåëüíàß ïëîòíîñòü ýíåðãèè
e íå çàâèñòèò îò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n, à ïëîòíîñòü ýíåðãèè
W , ßâëßåòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ÷èñëà





















òàê ÷òî îáùåå ðåøåíèå P = f(n)T ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ f(n). Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì óðàâíåíèß äàííîãî òèïà
ßâëßåòñß óðàâíåíèå ñîñòîßíèß äëß ðåëßòèâèñòñêîãî èäåàëüíîãî ãà-
çà, äëß êîòîðîãî ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ïðåâðàùàåòñß â ëèíåéíóþ
îò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö
P = nkBT , W = ne(T ) . (67)
Ïîèñê ôóíêöèè e(T ) - ýòî óïðàæíåíèå, êîòîðîå ïîëüçîâàòåëþ ïðåä-
ëàãàåòñß âûïîëíèòü ñàìîñòîßòåëüíî ñ ïîìîùüþ ìàòåðèàëîâ, èçëî-
æåííûõ â [2]. Îòâåò õîðîøî èçâåñòåí:
















dt exp{−λ cosh t} cosh st . (69)
Äðóãèõ (íåëèíåéíûõ) ïðèìåðîâ âûáîðà ôóíêöèè f(n) â ëèòåðàòóðå
íåò, íî ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ñàìîñòîßòåëüíî ïîèñêàòü íîâûå
ëþáîïûòíûå ïðèìåðû äàííîãî êëàññà â êà÷åñòâå èãðîâîãî óïðàæíå-
íèß.
2.3.2 Ãàç âàí-äåð-Âààëüñà
Ïóñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè W åñòü êâàäðàòè÷íàß ôóíêöèß ïëîòíîñòè
÷èñëà ÷àñòèö
W (n, T ) = ne(T )− an2 , (70)





















à îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå P + an2 = f(n)T , ãäå f(n)
- ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö. Â ðàçðßä òàêèõ
óðàâíåíèé ñîñòîßíèß ïîïàäàåò óðàâíåíèå âàí-äåð-Âààëüñà
P =
nkBT





1− nb . (75)
Èíûå êîíñòðóêöèè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(n) íå ïîïàëè â àííàëû
ôèçèêè, îäíàêî, ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ñàìîñòîßòåëüíî ïðèäó-
ìàòü è îáîñíîâàòü íîâûé èìåííîé çàêîí, âûáðàâ f(n) äîëæíûì îá-
ðàçîì.
2.3.3 ßäåðíàß æèäêîñòü
Îäíî èç ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß ßäåðíîé æèäêîñòè, ñïðà-
âåäëèâîå ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå ýíåðãèè Ôåðìè, îñíîâàíî íà ñëå-
äóþùåì ïðåäñòàâëåíèè óäåëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè














T 4 +mn . (76)
Â äàííîé ôîðìóëåK - êîýôôèöèåíò ßäåðíîé ñæèìàåìîñòè, n - áàðè-
îííàß ïëîòíîñòü, n0 - ïëîòíîñòü íàñûùåíèß ñèììåòðè÷íîé ßäåðíîé
ìàòåðèè. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (76) îïèñûâàåò òåïëîâûå âîç-
áóæäåíèß íóêëîíîâ, òðåòèé - òåïëîâûå âîçáóæäåíèß ïè-ìåçîíîâ, à
19
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü ýíåðãèß ïîêîß íóêëîíà. Çäåñü èñïîëüçîâà-
íû ýíåðãåòè÷åñêèå åäèíèöû äëß òåìïåðàòóðû (îòñóòñòâóåò ïðèâû÷-
íàß ïîñòîßííàß Áîëüöìàíà) è äëß ýíåðãèè ïîêîß íóêëîíà (mn = 938
Ìýâ; â äàííîé ôîðìóëå îòñóòñòâóåò ïðèâû÷íûé êîýôôèöèåíò c2).

































äàåò î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë C1 = n. Âòîðîé æå èíòåãðàë C2




















Ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ñàìîñòîßòåëüíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå
ýòîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß ïåðâîãî ïîðßäêà â
îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ßííîé è ïðîâåðèòü, ÷òî, ïîâòîðßß èñïîëüçîâàííóþ âûøå ïðîöåäóðó,
ìû ïîëó÷èì











T 4 . (80)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ëèíåéíîå ïî òåìïåðàòóðå, ñëåäó-
åò îòîæäåñòâèòü ñ äàâëåíèåì íóêëîíîâ nT , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
íåðåëßòèâèñòñêîìó âêëàäó 32T íóêëîíîâ â óäåëüíóþ ýíåðãèþ ßäåð-
íîé æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß f(n) îêàçû-
âàåòñß ëèíåéíîé f(n) = n (íàïîìíèì, ÷òî ïîñòîßííàß Áîëüöìàíà
ñ÷èòàåòñß ðàâíîé åäèíèöå â âûáðàíîé ñèñòåìå åäèíèö).
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2.3.4 Ïîëèòðîïíîå óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
Ïóñòü äàâëåíèå íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ïðåäñòàâëåíî ñòåïåí-
íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö
P = Knγ . (81)
Êîýôôèöèåíò γ íàçûâàåòñß ïîêàçàòåëåì ïîëèòðîïû. Óðàâíåíèå (24)























äëß íàõîæäåíèß W . Ïîëüçîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ïðîâåðèòü, ÷òî ðå-
øåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ßâëßåòñß ôóíêöèß
W (n) = nf(T ) +
Knγ
γ − 1 (85)
ñ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ â âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(T ).
Äëß íåðåëßòèâèñòñêèõ ïîëèòðîï W ïðåäñòàâèìà â âèäå
W (n) = nmc2 +
P
γ − 1 , (86)
ò.å., ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß f(T ) = mc2 îêàçûâàåòñß ïîñòîßííîé.
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